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ДИФЕРЕНЦІЙНІ РІВНЯННЯ СТІЙКОСТІ  

ТА ВІЛЬНИХ КОЛИВАНЬ ТРИШАРОВОЇ ПЛАСТИНИ,  

ЩО ПІДКРІПЛЕНА РЕБРАМИ ЖОРСТКОСТІ 

 

Ємел’янова Т. А., Кириченко В. Л. 

 

ВСТУП 

Тришарові пластини як плоскі елементи конструкцій широко 

застосовуються в різних галузях техніки та будівництва. Це 

пояснюється тим, що плоским тонкостінним конструкціям 

притаманні легкість і раціональність форм, висока несуча здатність, 

економічність і хороша технологічність. Поєднання шарів дозволяє 

створювати конструкції, які мають високі показники міцності та 

жорсткості з відносно малою масою. Тому розробка нових методів 

розв’язання задач стійкості та вільних коливань тришарових пластин 

сприяє підвищенню надійності зазначених конструкцій. 

Дослідженням стійкості та вільних коливань непідкріплених 

тришарових пластин присвячено досить багато публікацій
1, 2, 3, 4

. 

Чисельні методи розрахунку тришарових пластин на стійкість  

і вільні коливання наведені в роботах
5, 6, 7, 8

. 
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Специфічною особливістю роботи тришарової конструкції є 

великий вплив поперечних деформацій зсуву заповнювача на роботу 

зовнішніх шарів, тому доцільно підкріплювати тришарові пластини 

ребрами жорсткості
9
. 

Розрахункам на динаміку та стійкість підкріплених тришарових 

пластин присвячена незначна кількість робіт
10, 11, 12, 13

; наведені 

розв’язки завдань за різних навантажень і граничних умов
14, 15

.  
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Ці дослідження не мають систематичного характеру, тому вико- 

ристання нових методів розв’язання задач на стійкість і вільні 

коливання підкріплених тришарових пластин, що сприяють отри- 

манню найбільш точних розрахункових параметрів, є актуальною і 

перспективною задачею. 

У роботі розглядається пружна стійкість і вільні згинальні 

коливання тришарової пластини з легким заповнювачем, яка 

підкріплена ребрами жорсткості. Відстань між ребрами, а також їхня 

жорсткість вважаються однаковими. Ребра розташовані симетрично 

відносно серединної поверхні тришарової пластини. Метою роботи є 

отримання диференціальних рівнянь стійкості та вільних коливань 

тришарової пластини симетричної будови з легким трансверсально-

ізотропним заповнювачем, підкріпленої ребрами жорсткості у 

поздовжньому та поперечному напрямках, з урахуванням дії 

поздовжніх сил у серединних площинах зовнішніх шарів і ребрах. 

 

1. Основні припущення, що прийняті при розрахунку 

тришарової пластини, яка підкріплена ребрами жорсткості 

Розглядається тришарова пластина, що складається із двох 

зовнішніх несучих шарів, виконаних із міцного листового матеріалу 

малої товщини. Між шарами розміщується більш легкий, хоча і 

менш міцний заповнювач, який забезпечує спільну роботу і стійкість 

несучих шарів. У зв’язку з малою жорсткістю легких заповнювачів 

можна вважати, що поздовжні зусилля та моменти, які діють у 

поперечних перерізах пластини, сприймаються зовнішніми шарами, 

а заповнювач сприймає лише поперечні сили. Це рівносильно 

прийняттю модулів нормальної пружності та зсуву заповнювача у 

площині пластини рівними нулю. Легкий заповнювач розглядається 

як трансверсально-ізотропний
16

. Пластина підкріплена ребрами 

жорсткості у поздовжньому та поперечному напрямках (рис. 1). 

Відстань між ребрами, а також їхні жорсткості вважаються 

однаковими. З’єднання пластини з ребрами та ребер між собою 

приймається жорстким. Зовнішні сили, прикладені до серединних 

площин зовнішніх шарів і до ребер, не змінюються у процесі 

коливань. 
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Для зовнішніх несучих шарів пластини прийняті гіпотези 

Кірхгофа – Лява. Поперечні деформації зовнішніх шарів не 

враховуються
17

, тому 

0,w

w

z





   w = w (x, y, t)                                (1.1) 

 

Нехтуємо напругою 𝜎𝑧 порівняно з напругою 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦, тому 

 2
;

1
x x y

E
  


 


 

 2
;

1
y y x

E
  


 


                                 (1.2) 

21
xy xy

E
 





 

 

У зв’язку з тим, що товщина зовнішніх шарів мала порівняно з 

товщиною всієї пластини, при розгляді загальної втрати стійкості та 

вільних коливань можна знехтувати згинальною жорсткістю 

зовнішніх шарів (приймаємо 0D ) порівняно із загальною 

згинальною жорсткістю пластини
18

. 

Для заповнювача прийнятий лінійний закон зміни тангенціальних 

переміщень за товщиною
19

. Поперечні деформації заповнювача не 

враховуються, тобто 

wз= wз (x, y, t).                                     (1.3) 

 

Закон Гука для легкого трансверсально-ізотропного заповнювача 

має вигляд 

,xz з xzG   yz з yzG  .                             (1.4) 
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Рис. 1. Схема тришарової пластини з легким заповнювачем,  

яка підкріплена ребрами жорсткості: а) схема підкріпленої 

пластини у плані, б) розріз пластини за перерізами 1-1 та 2-2 

 

З урахуванням прийнятих припущень вирази для переміщень 

запишуться таким чином: 

для верхнього шару ( )h z h      

wв= w;  1в

w
u u z H

x


  


; 

(1.5) 
 1в

w
v v z H

y


  


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для нижнього шару )(  hzh  

wн = w;  2н

w
u u z H

x


  


 

(1.6) 
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для заповнювача )( hzh   

wз = w; 1 2 1 2

2 2 2
з

u u z u u w
u

h x
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   

 
 

(1.7) 
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де H = h + 0,5δ. 

 

Для ребер прийняті гіпотези Бернуллі та враховуються згин і 

кручення у вертикальній площині, а також деформації зсуву у 

вертикальній і горизонтальній площинах, приймаючи гіпотезу про 

лінійну зміну тангенціальних переміщень за товщиною ребра
20

. 

 

Закон Гука для ребер запишеться таким чином: 

;x р xE   ;xz xzр xzG   (для ребер, паралельних осі x), 
(1.8) 

;y р yE   ;yz yzр yzG   (для ребер, паралельних осі y). 

 

Вирази для переміщень ребер мають вигляд (1.7), як і для 

заповнювача. Переміщення u,v,w будемо вважати величинами одного 

порядку і малими порівняно з товщиною пластини. 

 

При розгляді малих переміщень вирази для деформації 

запишуться у вигляді: 
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u
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1
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    
2

1

2

v w

z y


  
  

  
, 

де 21,  – кути повороту перерізів ребер при крученні. 
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У рівняннях (1.1–1.9) позначено: 

, , , , ,x y z xy xz yz       – компоненти напруженого стану тіла;  

,E G  – модулі пружності зовнішніх шарів пластини; , ,r xzr yzrE G G  – 

модулі пружності ребра;   – коефіцієнт Пуассона зовнішніх шарів;  

зG  – модуль зсуву заповнювача; 2h  – товщина внутрішнього шару 

пластини;   – товщина зовнішніх шарів пластини; , ,u v w  – компоненти 

переміщень за вісями x, y, z; , , ,u v u v     – напівсума та напіврізниця 

тангенціальних переміщень зовнішніх шарів, які дорівнюють 

1 2 1 2 1 2 1 2; ; ;
2 2 2 2

u u u u v v v v
u u v v   

   
     

 

2. Диференціальні рівняння стійкості та вільних коливань 
ділянки пластини, замкненої між ребрами 

Розглядаючи функціонал-дію за Остроградським – Гамільтоном
21

 

 
A

B

t

t

S T U dt   (2.1) 

на сукупності головних коливань одного й того самого періоду 2 /   
та виконавши інтегрування за часом на проміжку

 
2 /A Bt t    , 

дійдемо рівняння 

 max max 0T U   , (2.2) 
яке повинні задовольняти власні форми дійсних головних коливань 
підкріпленої пластини. 

Для потенційної енергії деформації пластини маємо: 

 
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
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   

 

 (2.3) 

де ,s r  – кількість ребер пластини у напрямку вісей x та y, 

1 1, , ,i i k kx x y y   – координати ділянки пластини, що замкнена між 

ребрами i, 1i   та k , 1k  (рис. 1). 

                                                 
21

 Емельянова Т.А. Дифференциальные уравнения свободных колебаний 

трехслойной оболочки, подкрепленной ребрами жесткости. Теоретическая и 

прикладная механика : сборник научных трудов. Минск : УП «Технопринт», 

2002. С. 169–181. 



131 

Впроваджуючи у (2.3) вирази (1.2), (1.4), (1.5), (1.6), (1.7), (1.9) і 

виконавши інтегрування по z, будемо мати з урахуванням (1.10): 
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Для потенційної енергії деформації ребер, що паралельні вісі y, 

маємо: 
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 
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 
  

     (2.5) 

 

Враховуючи (1.7), (1.8), (1.9) і виконуючи інтегрування по х та z, 

отримаємо з урахуванням позначень (1.10): 
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 (2.6) 

 

Аналогічно для ребер, що паралельні вісі х, будемо мати: 
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 (2.7) 

де iС , kС  – жорсткості ребер на кручення. 

 

Кінетична енергія пластини: 
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 (2.8) 

 

Підставляючи у (2.8) вирази (1.5), (1.6), (1.7) та виконавши 

інтегрування по z, отримаємо з урахуванням позначень (1.10): 
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 (2.9) 

де н , з  – щільність матеріалу зовнішніх шарів і заповнювача, яка 

припадає на одиницю об’єму. 

 

Кінетична енергія ребер, що паралельні вісі y: 
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Вводячи у (2.10) вирази (1.7) та виконавши інтегрування по z та x, 

отримаємо з урахуванням позначень (1.10) 
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 (2.11) 

 

Аналогічно для ребер, що паралельні вісі x : 
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Якщо у серединних площинах зовнішніх шарів діє зовнішнє 

стискаюче навантаження 12T , 22T  (рис. 1), то 
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Якщо по кінцях ребер діють стискаючі зосереджені сили kP , iP , то 
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Коли пластинка здійснює одне з головних коливань, то 

     , , , sin .w x y t w x y t w u u v v         (2.15) 
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Для таких коливань максимальне значення потенційної енергії 

пластини та ребер буде мати вигляд 
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(2.16) 
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Вираз для максимальної кінетичної енергії отримаємо у вигляді 
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(2.17) 

 

Диференційні рівняння стійкості та вільних коливань ділянки 

пластини, що знаходиться між ребрами або між ребрами та краями 

пластини, з урахуванням дії сил у серединних площинах зовнішніх 

шарів отримаємо з варіаційного рівняння, яке побудоване підста- 

новкою виразів (2.16) і (2.17) у рівняння (2.2). 

Вважаючи 𝛿𝑢𝛽, 𝛿𝑣𝛽, 𝛿𝑤  вільними у середині ділянки пластини, із 

варіаційного рівняння отримуємо три рівняння вільних поперечних 

коливань 
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y G y x x y

U V W W
D W BH

x y x y

h W
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

  



 

 

 

   

 (2.18) 

У рівняннях (2.3–2.18) позначено: r  – щільність матеріалу 

ребра, що доводиться на одиницю об’єму; a  – щільність матеріалу 

заповнювача, яка доводиться на одиницю об’єму; o  – щільність 
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матеріалу зовнішніх шарів пластини, що доводиться на одиницю 

об’єму; 
21

E
B









 – жорсткість на розтяг зовнішніх шарів; 

 

3

212 1

E
D








 
 – згинальна жорсткість пластини; kC – крутильна 

жорсткість ребра, паралельного вісі x; iC  – крутильна жорсткість 

ребра, паралельного вісі y; 21,ТТ  – зусилля, які діють у серединних 

площинах зовнішніх шарів; Pi, Pk  – зусилля, що діють у ребрах;   – 

кутова частота коливань. 

Якщо у рівнянні (2.18) покласти 𝜔 = 0, отримаємо рівняння 

стійкості ділянки пластини, що знаходиться між ребрами. 

 

3. Граничні умови й умови спряження ділянок пластини 

Отримаємо граничні умови для кінців пластини by ,0  й умови 

для ребер, що паралельні вісі x . Для цього записуємо суми першого 

та третього контурних інтегралів, які входять до варіаційного 

рівняння, у розгорнутому вигляді та згрупуємо члени, що входять у 

ці вирази. Будемо мати рівняння (3.1). 

Із рівняння (3.1) отримуємо граничні умови для кінців пластини 
by ,0  й умови для ребер, паралельних вісі x . 

Розглянемо граничні умови для кінця 0y  . 

1. Дві граничні умови пов’язані з прогинами та поворотами на 

контурі або із поперечною силою та моментами за статичних 

граничних умов. У разі шарнірного обпирання зовнішніх шарів або 

вільної кромки 
W

y




 буде довільною на кінці (3.2). 
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(3.1) 
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При защемлені зовнішніх шарів замість (3.2) будемо мати 

0

0.
у

W

y


 
 

 
 (3.3) 

 

Якщо прогини на контурі довільні (вільний край), то 
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 (3.4) 

 

За наявності опор замість (3.4) будемо мати 

 
0

0
y

W

  (3.5) 

 

2. Дві інші граничні умови будуть пов’язані з переміщеннями U , 

V  і залежатимуть від характеру закріплення кромки пластини у 

відношенні взаємних переміщень серединних площин зовнішніх 

шарів за нормаллю  V  та за дотичною до контуру  U . 

Якщо взаємні переміщення зовнішніх шарів за нормаллю відсутні 

(жорстке закріплення), то 

 
0

0
y

V 
  (3.6) 

 

Якщо кінець вільно обпертий або вільний, то 
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 (3.7) 

 

Якщо зовнішні шари закріплені від взаємних переміщень по 

дотичній до контуру, то 

 
0

0
y

U 
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(3.8) 

 

Якщо ці взаємні переміщення нічим не стиснуті, тоді 

0
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V U

х у

 
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 (3.9) 

 

Розглянемо умови по лініях ребер. 
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Оскільки по лініях ребер kV , ykW , kU , kW  довільні, то із 

(3.1) будемо мати 
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У (3.10) – (3.13) та надалі індекси 0ky y  , 0 kyy  за 

відповідних виразів вказують на те, що ці вирази беруться вище та 

нижче k -го ребра. 

Граничні умови для кінця 0x  та умови для ребер, що 

паралельні вісі y , записуються аналогічно. 

При розгляді ребер не прямокутного поперечного перерізу 

основні рівняння та граничні умови по кінцях пластини будуть мати 

той самий вигляд, але зміняться умови по лініях ребер. 
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Отримаємо умови по лініях ребер двотаврового поперечного 

перерізу, що паралельні вісі y . Будемо враховувати деформації зсуву 

та згину стінки двотавра у площин yoz і деформації згину та кручення 

полиць двотавра у площині yoz, а також згин стінки двотавра у 

площині xoz. 

Потенційна енергія ребер при деформації у площині yoz буде мати 

вигляд 
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Тут d , 02h  – товщина та висота стінки двотавра, пb , пt  – ширина 

та товщина полиць двотавра, iC  – сумарна жорсткість полиць 

двотавра при крученні, 0
2 2

пtH h h


    . 

При обчисленні потенційної та кінетичної енергії стінки двотавра 

при деформації у площині xoz, розглядаємо її як пластину, переміщен- 

ня точок якої у місцях примикання до зовнішніх шарів дорівнюють 

переміщенням відповідних точок зовнішніх шарів. Діючи аналогічно
22

 

для потенційної енергії деформації у площині xoz, будемо мати 
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Кінетична енергія ребер двотаврового перерізу дорівнює: 
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22

 Емельянова Т.А. Дифференциальные уравнения свободных колебаний 

трехслойной оболочки, подкрепленной ребрами жесткости. Теоретическая и 

прикладная механика : сборник научных трудов. Минск : УП «Технопринт», 

2002. С. 169–181. 
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Діючи аналогічно, як і для ребер прямокутного перерізу, 

отримаємо такі умови по лініях ребер двотаврового поперечного 

перерізу, що паралельні вісі y : 
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При неврахуванні деформацій зсуву в ребрах матимемо такі 

умови по лініях ребер: 
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З урахуванням (3.21) умови по лініях ребер, що витікають із (3.1), 

матимуть вигляд: 
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тут kI  – інерція обертання ребра 

(3.23) 
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Умови (3.22) – (3.25) записані для ребер прямокутного перерізу 

без урахування деформацій зсуву ребер. У цьому разі умови (3.22) – 

(3.25) будуть справедливі не лише для ребер прямокутного перерізу, 

але і для ребер довільних перерізів, що мають жорсткості згину kD  та 

жорсткості кручення kC . 

 

ВИСНОВКИ 

Розглянута пружна стійкість і вільні згинальні коливання 

тришарової пластини з легким трансверсально-ізотропним 

заповнювачем, яка підкріплена ребрами жорсткості у поздовжньому 
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та поперечному напрямках. Проаналізовано особливості напружено-

деформованого стану підкріпленої тришарової пластини, що 

дозволило прийняти адекватні вихідні гіпотези та припущення. 

Розроблений єдиний підхід до статичного та динамічного 

розрахунку на стійкість і вільні коливання підкріплених тришарових 

пластин як суцільної системи. 

Отримані вирази для потенційної енергії деформації тришарової 

пластини та ребер, кінетичної енергії пластини та ребер, а також 

роботи зовнішнього стискаючого навантаження, яке діє у серединних 

площинах зовнішніх шарів і ребрах. 

Використовуючи варіаційний принцип Остроградського – 

Гамільтона, ми отримали варіаційне рівняння руху тришарової 

пластини симетричної будови з легким трансверсально-ізотропним 

заповнювачем, підкріпленої ребрами у двох взаємно 

перпендикулярних напрямах, з урахуванням дії подовжніх сил у 

серединних площинах зовнішніх шарів і ребрах. 

Враховуючи неоднорідність структури тришарової пластини за 

товщиною, при виведенні варіаційного рівняння було враховано 

роботу шару заповнювача за поперечних зсувів і стиснення, що 

призвело до необхідності проведення сполучення шарів пластини. 

Аналізуючи варіаційне рівняння, ми отримали диференціальні 

рівняння вільних коливань ділянки пластини, замкненої між ребрами. 

Прийнявши кругову частоту вільних коливань 0 , отримали 

рівняння стійкості ділянки пластини, замкненої між ребрами. 

Встановлені граничні умови ділянки пластини, замкненої між 

ребрами, та за допомогою граничного переходу – умови по лініях 

ребер при неврахуванні деформацій зсуву в ребрах. 

 

АНОТАЦІЯ 

У роботі розглядається стійкість і вільні коливання тришарової 

пластини з легким трансверсально-ізотропним заповнювачем, 

підкріпленої ребрами жорсткості у поздовжньому та поперечному 

напрямках. Прийняті вихідні гіпотези та припущення. За допо- 

могою варіаційного принципу Остроградського – Гамільтона 

отримані диференціальні рівняння стійкості та вільних коливань 

тришарової пластини симетричної будови з легким трансверсально-

ізотропним заповнювачем, підкріпленої ребрами жорсткості у 

поздовжньому та поперечному напрямках з урахуванням дії 

поздовжніх сил у серединних площинах зовнішніх шарів і ребрах. 

Встановлені граничні умови ділянки оболонки, замкненої між 
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ребрами, а також умови по лініях ребр при неврахуванні деформацій 

зсуву в ребрах. 
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