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Розглядається лінійне інтегральне рівняння Фредгольма 

ІІ роду 

( ) ( , ) ( ) ( )

b

a

y x K x s y s ds f x  .                      (1) 

де ( )f x   задана на відрізку [ , ]a b  функція, ( , )K x s   

задана у квадраті { , }a x b a s b     функція (ядро рівняння), 
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( )y x   шукана функція (розв’язок рівняння). Для наближе- 

ного розв’язання рівняння (1) застосовують метод заміни 

інтеграла скінченною сумою з використанням тієї чи іншої 

квадратурної формули (прямокутників, трапецій, Сімпсона 

тощо), метод заміни ядра на вироджене, ітераційні методи 

(послідовних наближень, простої ітерації та ін.). 

Крім того, для розв’язання інтегрального рівняння (1) 

застосовують проекційні методи (колокації, найменших 

квадратів тощо [1]). Вони ґрунтуються на представленні 

наближеного розв’язку ( )ny x  рівняння (1) функцією, яка 

залежить від деяких параметрів 1, , nc c , наприклад,  

0

1

( ) ( ) ( )
n

n i i

i

y x x c x 


  ,                          (2) 

де 1, , n    задані лінійно незалежні функції. Після 

підстановки функції (2) в рівняння (1) утворюється 

інтегральна нев’язка  : 

1 0

1

( ; , , ) ( ) ( )
n

n i i

i

x c c x c x  


  , (3) 

де 

0 0 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

b

a

x x K x s s ds f x       , 

( , ) ( ) ( , ) ( )

b

i i i

a

x x K x s s ds       , 1, ,i n . 

Невідомі 1, , nc c  визначаються з умови 

1
1

, ,
( ; , , ) min

n
n

c c
x c c  ,                        (4) 

де    задана норма функції, наприклад, квадратична, 

рівномірна (або чебишовська) тощо. При традиційному 

підході для кожної з норм використовується свій метод 

пошуку оптимальних значень 1, , nc c  [1, 2]. 
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У роботі пропонується підхід, в якому задача (4) 

розглядається як задача оптимізації і для її розв’язання 

використовується диференціальна еволюція (ДЕ) – 

стохастичний метод оптимізації, призначений для пошуку 

глобального оптимуму функцій багатьох змінних [3]. 

Метод простий у реалізації, дозволяє використовувати  

різні норми нев’язки і потребує обчислення лише  

значень цільової функції (критерію оптимізації), але не її 

похідних [4–6]. 

У методі ДЕ для популяції векторів, які представляють 

собою можливі розв’язки задачі мінімізації (4), за 

допомогою операцій схрещування, мутації та селекції 

моделюються відповідні процеси біологічної еволюції.  

У результаті формується наступна популяція векторів, які 

мають менші значення цільової функції, ніж вектори 

попередньої популяції. Вказана послідовність операцій 

повторюється до тих пір, поки не виконається задана 

термінальна умова [3]. 

Нижче наводиться покрокова схема ДЕ для знахо- 

дження оптимальних значень параметрів наближеного 

розв’язку (2).  

1. Генерується початкова популяція векторів 

1( , , )i i inV v v , 1, ,i N , де N  заданий розмір популяції  

( 5 10n N n  ). Координати вектора iV   випадкові дійсні 

числа із заданого відрізку (за умовчанням це [ 1, 1] ). 

2. Обчислюються значення цільової функції ( )iF V : 

1( ) ( ; , , )i i inF V x v v , 1, ,i N .                  (5) 

При цьому відрізок [ , ]a b  замінюється деякою сіткою 

 1, ,m mE x x  і у випадку, наприклад, квадратичної норми 

використовується формула 

2

1

1

( ; , , )
m

k i in

k

x v v 


 , 
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у випадку рівномірної норми – формула 

1
1, ,

max ( ; , , )k i in
k m

x v v 


 . 

3. Для кожного вектора iV  створюється мутантний 

вектор iV : 

1 2 3
( )i r r rV V F V V    , 1, ,i N , 

де F  заданий коефіцієнт мутації ( 0.4 0.6F  ), 1r , 2r , 3r  

 випадкові цілі числа з проміжку [1, ]N , 1 2 3r r r i   , і за 

формулою (5) обчислюється ( )iF V . 

4. Якщо ( ) ( )i iF V F V , то в наступну популяцію включа- 

ється вектор iV , у протилежному випадку  вектор iV . 

5. Якщо кількість популяцій не перевищує задане число 

Gmax, то здійснюється перехід на п. 3, інакше – 

еволюційний процес завершується і в популяції з номером 

Gmax визначається вектор, який має найменше значення 

цільової функції. Координати цього вектора є шука- 

ними оптимальними значеннями коефіцієнтів 1, , nc c  

наближеного розв’язку (2). 

Наведена схема ДЕ модифікована порівняно зі 

стандартною схемою методу і не містить операції 

схрещування. При використанні ДЕ для розв’язання задачі 

(4) потрібне різноманіття векторів у популяції цілком 

забезпечується операцією мутації. Це дозволило спростити 

метод без шкоди для точності. 

Метод ДЕ реалізовано в системі комп’ютерної мате- 

матики Matlab. Проведено обчислювальні експерименти  

по розв’язанню низки тестових рівнянь. Порівняння 

наближених розв’язків, отриманих в експериментах, з відо- 

мими точними розв’язками цих рівнянь підтвердило 

ефективність використання ДЕ для розв’язання інте- 

гральних рівнянь Фредгольма ІІ роду.  
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