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Задачі формоутворення плоских кривих в основному полягають в 

забезпеченні їх проходження через задані точки, із заданим кутом нахилу 
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дотичних, у формуванні обводів та дотриманням інших умов. 

Дослідження в цьому напрямі ведуться із використанням сплайнів та 

поліномів [1]. Серед різноманіття формоутворення просторових кривих 

особливе місце займають криві, описані рівняннями у функції довжини 

власної дуги. Такі рівняння зручно використовувати, коли довжина дуги 

кривої є інваріантом її перетворення. 

Випадок 1. Загальний випадок конструювання кривої. За 

горизонтальну проекцію просторової кривої візьмемо коло одиничного 

радіуса, тобто kf=1. Нехай тангенс кута β змінюється за лінійним 

законом: tgβ=s. 

Необхідні вирази для подальших розрахунків будуть: 
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Кривину вказаної кривої можна визначити за формулою: 
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Підстановка призводить до інтегрування наступних виразів: 
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За параметричними рівняннями (3) на рис. 1,а побудовано криву на 

циліндрі одиничного радіуса при зміні дуги s в межах s=-5…5. 

З диференціальної геометрії відомо, що при згинанні торса 

закономірність зміни кривини його ребра звороту залишається 

незмінною, а змінюється лише скрут. 
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Рис. 1. Просторові криві однакової довжини: 

а) крива, побудована за рівняннями (3); б) крива укосу, 

побудована за рівняннями (5); в) проекції кривої укосу із 

зазначенням кута β 

  

Випадок 2. Покажемо трансформування кривої (3) зміною залежності 

β=β(s). Розглянемо частковий випадок, коли β=const. 

В цьому випадку залежність k=k(s) зберігається. Необхідні вирази 

для подальших розрахунків будуть: 
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Підстановка (4) у (2) призводить до виразів які вдається 

проінтегрувати тільки частково: 
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Для деяких значень кута β вирази (5) вдається проінтегрувати. 

Наприклад, для β=π/4 ми отримуємо наступні рівняння кривої укосу: 
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Крива, побудована за рівняннями (5), зображена на відповідному 

циліндрі (рис. 1, б) та в проекціях (рис. 1, в). 

Випадок 3. Крива укосу задана кутом β=const і залежністю кривини 

k=a/s.  

При β=const: 
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Підставимо вираз кривини k=a/s у (7) і після інтегрування отримаємо 

параметричні рівняння кривої укосу: 
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Якщо знайти другі похідні рівнянь (8) і підставити у формулу (7), то 

ми отримаємо вираз кривини, який був заданий, тобто k=a/s. Отже 

залежність кривини від довжини дуги не змінюється для будь-якого кута 

підйому β, в тому числі і для β=0, тобто для плоскої кривої. 

На рис 2,а,б побудовано криву в проекціях за рівняннями (8) при 

а=15, β=π/10. Вона є конічною лінією укосу, її горизонтальною 

проекцією є логарифмічна спіраль, натуральне рівняння якої можна 

знайти за формулою (10). При зменшенні кута β нахил твірних конуса ψ 

зменшується і при β=0 конус перетворюється у площину, а просторова 

крива – у плоску (рис. 1,в). Таким чином, при трансформації конічної 

лінії укосу із збереженням її натурального рівняння k=a/s її 

горизонтальна проекція теж трансформується, залишаючись 

логарифмічною спіраллю [2; 168].  
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Рис. 2. Проекції кривої укосу із заданим натуральним рівнянням 

k=a/s: 

а) фронтальна проекція (β=π/10); б) горизонтальна проекція 

(β=π/10); 

в) горизонтальна проекція (β=0, плоска крива) 

 

При k=const формули (7) дають циліндричну лінію укосу (гвинтову 

лінію).  
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