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Коливальні процеси є невід’ємною частиною навколишнього 

середовища, а тому їх вивчення представляє велику наукову значущість 

в різних областях науки, зокрема у фізиці (наприклад, в оптиці, 

надпровідниковій електроніці), в біології (опис відомої біологічної 

популяції світлячків, які здійснюють синхронні мерехтіння), в 

дослідженні систем життєдіяльності людини (сердцева діяльність та 

нейронні сигнали головного мозку).  

Під час роботи в компанії Phillips, вивчаючи ланцюг електронної 

трубки з постійною амплітудою, Ван дер Поль винайшов стійкі 

коливання, які отримали назву “релаксаційних”. 

Найпростішою моделлю, що описує даний тип коливань є 

диференціальне рівняння Ван дер Поля: 
𝑑2𝑥(𝑡)

𝑑𝑡2 + 𝛼(𝑥2(𝑡) − 𝜇)
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜔2𝑥(𝑡) = 0                          (1) 

В даному рівнянні x(t)– зміщення осцилятора від положення 

рівноваги, μ– коефіцієнт, який впливає на амплітуду коливань, що 

пов’язана із знаком сили дисипації, коефіцієнт α впливає на значення 

величини нелінійної частини рівняння, ω– власна частота гармонійного 

осциллятора.  

Під час навчання здобувачів освіти теми “Дослідження системи 

диференцільних рівнянь на стійкість” освітньої програми “Вища 
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математика” в розділі “Диференціальні рівняння”, їм пропонується 

виконання самостійної дослідницької роботи в застосунку Системи 

комп’ютерної математики (СКМ) Maple.  

Розглянемо дві модифікації рівняння (1), які моделюють роботу 

кардіостимулятора людини [1]:  
𝑑2𝑥(𝑡)

𝑑𝑡2 + 𝛼(𝑥2(𝑡) − 𝜇)
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
+

𝑥(𝑡)(𝑥(𝑡)+𝑑)(𝑥(𝑡)+𝑒)

𝑑𝑒
= 0             (2) 

Приймемо в рівнянні (2), що константи 𝑑, 𝑒, 𝜇, 𝛼 є додатніми, при 

чому 𝜇 < 𝑑. Інша модифікація(1) має вигляд:  
𝑑2𝑥(𝑡)

𝑑𝑡2 + 𝛼(𝑥 − 𝛽1)(𝑥 − 𝛽2)
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
+

𝑥(𝑡)(𝑥(𝑡)+𝑑)(𝑥(𝑡)+𝑒)

𝑑𝑒
= 0       (3) 

В рівнянні (3) для збереження автоколивальності системи 

необхідною умовою є 𝛽1𝛽2 < 0.  

Перейдемо в кожному із рівнянь (2) і (3) до системи диференціальних 

рівнянь та отримаємо фазові портрети кожної із них за допомогою 

чисельного моделювання в СКМ Maple.  

{
𝑥1̇ = 𝑥2

𝑥2̇ = 𝛼(𝜇 − 𝑥1
2)𝑥2 −

𝑥1(𝑥1+𝑑)(𝑥1+𝑒)

𝑑𝑒

                              (4) 

Також запишемо рівняння (3) в аналогічному вигляді:  

{
𝑥1̇ = 𝑥2

𝑥2̇ = 𝛼(𝑥1 − 𝛽1)(𝑥1 − 𝛽2)𝑥2 −
𝑥1(𝑥1+𝑑)(𝑥1+𝑒)

𝑑𝑒

                 (5) 

 

 
 

Рис. 1. Фрагмент розрахунку в СКМ Maple 

фазової траєкторії системи (4) 
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Результати моделювання системи (5) мають вигляд: 

 

 
 

Рис. 2. Фрагмент розрахунку в СКМ Maple 

фазової траєкторії системи (5) 

 

Виходячи із отриманих результатів, здобувачі освіти мають зробити 

відповідний висновок щодо стійкості системи, виходячи із типу 

отриманого фазового портрету. В даному випадку спостерігається 

очікуваний випадок стійкого граничного циклу.  
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