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В сучасних умовах безперервного дорожчання енергоресурсів 

актуальними є наукові дослідження, спрямовані на мінімізацію витрат 

на морські перевезення, оптимізацію маршрутів, дослідження питань 

підвищення безпеки судноплавства. В цьому контексті розглядається 

задача вибору траєкторії та режиму роботи силової установки, які в 

сукупності забезпечують прибуття судна до пункту призначення у 

заданий момент часу при мінімальних витратах пального.  

Рух відбувається у площині ху. Нехай пункт відправлення співпадає 

з початком координат, а пункт прибуття в точці 0 0( , )В х у . Відома 

швидкість течії ( , )Tv x y  у кожній точці траєкторії та її проекції на 

координатні осі ( , )T хv x y ; 
( , )T уv x y

. Швидкість руху судна v  дорівнює 

геометричній сумі швидкості течії Tv і швидкості судна 0v  відносно 

води: v = 0v + Tv ; 

0x x Txv v v 
.                                                                                             (1) 

 

Нехай швидкість судна відносно води утворює з віссю Ох кут  . 

Тоді 0 0 cosxv v  ; 0 0 sinyv v 
. Врахуємо, що 

;  x y

dx dy
v v

dt dt
  

. Тоді  

з рівності (1) отримуємо: 
0 0cos ; sin ;xT yT

dx dy
v v v v

dt dt
    
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Час руху судна до пункту В 

0

00

.
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х
dx

Т
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


                                                                                
(2) 

Умова його прибуття до цього пункту: 0у у . Врахуємо, що 

0 0

0 0

sin sin
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yT yT

xT xT

v v v vdy
dy dx

dx v v v v

 

 

 
 

 
. Тоді отримаємо:  
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
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
                                                                          (3) 

Поставимо задачу визначення оптимальної траєкторії 
( )х

, яка 

забезпечує мінімум інтегралу (2) за умови (3). Це задача на умовний 

екстремум. Функція Лагранжа  
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Рівняння Ейлера-Лагранжа  

 

   
 

0 0 0 00
02 2

0 0

cos cos sin sinsin
;

cos cos

xT yT

xT xT

v v v v v vvF

v v v v

   


  

  
 

  

 

 
 

2
0 0 0 0 0

2

0

sin cos sin
;

cos

xT yT

xT

v v v v vF

v v

    

 

  


 
 

0
F





 . 

Це рівняння є алгебраїчним: 

0

0

1
.

sin
xT yT

v
v ctg v

 
   

                                                                   (4) 

З цього рівняння слід знайти 
( )х

 за умови, що 
0 ( )

2
х


 

. 

Якщо 
0xT yTv v 

, то з рівняння (4) отримаємо: 

0 0 0

1 1
.

sin

yTv

v v 
  

 
З цього рівняння випливає, що прямолінійний шлях вже не буде 

оптимальним. Величина 0  визначається з умови (3). 

Тепер поставимо задачу мінімізації витрат пального, якщо задано 

час руху Т до заданого пункту 0 0( , )В х у . Для обчислення витрат палива 
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скористаємося формулою 

3
3 ( )

dS
q v S

dt
 

 
   

  . Нехай 1const   .  

Тоді 
3

0q v
. Повні витрати 

3
0

0 0

T T

G qdt v dt  
.                                                                                   (5) 

Отже, отримана задача: знайти функції 
( )х

 і 0( )v х  так, щоб 

інтеграл (5) набував найменшого значення за умови (2), (3). Це задача 

на умовний екстремум з інтегральними зв’язками (2), (3). Інтеграл (5) 

можна записати у вигляді  
0 3

3 0
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                                                         (6)  

Побудуємо функцію Лагранжа: 
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Рівняння Ейлера-Лагранжа для функцій 
( )х

 і 0( )v х  також будуть 

алгебраїчними: 
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З отриманої системи рівнянь можна знайти ( )х  і 0( )v х . До рівнянь 

(8), (9) слід приєднати умови (2), (3), з яких можна знайти 1 2,   
. 

Зауважимо, що цю систему можна розв’язати лише чисельними 

методами.  
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